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A - FONDAMENTI DEL CALCOLO

Uno stato richiede piu di un singolo numero

SCALARE COMPLESSO VETTORE COMPLESSO
n
zeC xecC
Descrive una singola quantita Organizza n componenti complesse in
mediante modulo e fase. un unico oggetto matematico.

Un vettore si esprime in coordinate, ma il loro significato/valore dipende
dalla base scelta.
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A - FONDAMENTI DEL CALCOLO

Tre obiettivi per la lezione

01 Rappresentare
vettori, righe, matrici e coordinate

()2 Calcolare

operazioni matriciali, prodotti interni, norme e normalizzazioni

(03 Controllare
dimensioni, ordine dei fattori, coniugazione, ortogonalita e completezza di

una base
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A - FONDAMENTI DEL CALCOLO

C" e chiuso rispetto a somma e
moltiplicazione per scalare

VETTORI CHIUSURA
n n
x,yeC ax+ Py € C
Ogni vettore possiede n componenti « e 3 sono scalari complessi; il risultato
complesse ordinate. resta nello stesso spazio.

Lo spazio vettoriale e I'insieme dei vettori insieme alle operazioni che li
combinano.
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A - FONDAMENTI DEL CALCOLO

Un vettore colonna ordina n componenti
complesse

FORMA
COMPONENTI
nxl1
X1
X2 CAMPO
X = i
x;€C
Xn

L’indice j identifica la posizione della componente, non una potenza né un’etichetta
arbitraria.
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A - FONDAMENTI DEL CALCOLO

Tre controlli precedono qualunque
operazione

01 Dimensione .
contare le componenti e verificare che i vettori appartengano allo stesso spazio

02 Campo _
ricordare che i coefficienti possono essere complessi e devono essere coniugati
quando richiesto

()3 Base

specificare rispetto a quali vettori sono state scritte le coordinate
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A - FONDAMENTI DEL CALCOLO
Esempio n.1

ESEMPIO GUIDATO
=1 iU =2
14 1 — ’ 2 — 4

u=| 2 |ecC uz = —I.
—i

Forma della colonna: 3 x 1

Quali componenti cambiano moltiplicando v per i?
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A - FONDAMENTI DEL CALCOLO

Somma e moltiplicazione per uno scalare

DATI ax; + ﬁ)ﬁ

ax + Py = :
axp +
x,y € C", a,eC ot Oy
Ogni posizione combina soltanto componenti con lo
Le dimensioni devono stesso indice.

coincidere. CHIUSURA

ax + By € C”
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A - FONDAMENTI DEL CALCOLO

Righe, identita e operazioni elementari su
matrici

FORME
IDENTITA
“ A=A Al =A
c=1:
Cm
SOMMA
c:mx1
A+ B = (a;j I b,J)
r=\n -
<1 ) SCALARE

r:l1xn

A = (\ay)
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A - FONDAMENTI DEL CALCOLO

Il prodotto AB (riga x colonna)

COMPATIBILITA

AeC™" BeC™r

(mxn)(nxp)— mxp

Le dimensioni interne devono
coincidere.
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REGOLA RIGA-PER-COLONNA
n
(AB)U = Z a,-kbkj
k=1

L'elemento (/,/) usa la riga i di A e la colonna
Jj di B.
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A - FONDAMENTI DEL CALCOLO

Esempio n.2 - riga x colonna

DATI
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AB);1=1-242(-1)+(-1)3= -3,

21 =0-24+3(-1)+4-3=09,

(AB)
(AB)jp=1-1+2-0+(-1)2 = —1,
(AB)
(AB)pp =0-14+3-0+4-2=38.

RISULTATO
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A - FONDAMENTI DEL CALCOLO

Il prodotto matriciale e associativo e
distributivo, ma non commutativo

NON COMMUTATIVITA DISTRIBUTIVITA
AB # BA in generale A(B+ C) = AB + AC
ASSOCIATIVITA POTENZE

A(BC) = (AB)C AV = AL = AKA
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A - FONDAMENTI DEL CALCOLO

Combinazione lineare di vettori

VETTORI DI PARTENZA COMBINAZIONE
up,...,u, €C" V = QU + -+ + Qg

| coefficienti scalari o stabiliscono il
peso di ciascun vettore.
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A - FONDAMENTI DEL CALCOLO

Una base per C?

SPAZIO GENERATO

(1 (0
€1 = O 5 € = 1
x_@, abeC
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PREREQUISITO DI
ALGEBRA LINEARE

X = ae; + be,

span{e;, e} = C?
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A - FONDAMENTI DEL CALCOLO
Vettori linearmente indipendenti

EQUAZIONE soluzione non banale = vettori

dipendenti

1 V- +'+O{ Vv :O - . \ .
1 Kk Almeno un coefficiente & diverso da

Cerchiamo le possibili Zero.
relazioni fra i vettori.

INDIPENDENT]I

a1 = -+ = ay = 0 e l'unica soluzione
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A - FONDAMENTI DEL CALCOLO

Una base genera tutto lo spazio vettoriale

INSIEME ORDINATO base = insieme generatore +

indipendenza lineare

B={by,...,b . ) ) ) )
{br n} Ogni vettore dello spazio si ottiene in
| vettori della base modo unico.
fissano il sistema di
coordinate.

X = c1b; + -+ c,b,
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A - FONDAMENTI DEL CALCOLO

La base canonica

BASE CANONICA
X =x16+- -+ x,6,

Le coordinate identificano le componenti della

E={e,...,en} colonna.
1 0 DIMENSIONE
o |° e, = 0 Una base di C" contiene n vettori.
0 1
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A - FONDAMENTI DEL CALCOLO

Le coordinate dipendono dalla base

Scegliamo la base Si pud dimostrare che nella nuova base
il vettor x & rappresentato da:

1 1
bl_(l)’ b2_<—1> x = 2by + b,

Nelle coordinate canoniche (e;, ) il
vettore x &:

() e~ ()

Il vettore e lo stesso, ma cambiano le coordinate

Ovvero, nella base B
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A - FONDAMENTI DEL CALCOLO

Una matrice € una sequenza ordinata di
colonne

MATRICE
A = 31 a2 .« an
A c Cmxn Ogni colonna a; appartiene a C".
Una matrice possiede m DIMENSIONE

righe e n colonne.
m righe X n colonne
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A - FONDAMENTI DEL CALCOLO

La notazione di Dirac

CORRISPONDENZA DIRAC-MATRICI AGGIUNTO O DAGGER
Oggetto Dirac  Coordinate in una base

1 xt = (X*)T
vettore |1)) x e Cr
duale (Y|  xteCtn x\ !
prodotto interno  {¢|y) xTy € C | = (Xl* x:)

[¥) ¢ X, (¥] < T

Prima coniugare, poi
trasporre.
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A - FONDAMENTI DEL CALCOLO

Il prodotto interno trasforma due vettori in

uno scalare

DUE VETTORI
x,y € C"

Devono appartenere allo stesso spazio
vettoriale complesso.
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UNO SCALARE
n
(x,y) =xly = > X
J:

Il primo vettore viene coniugato; il
risultato appartiene a C.
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A - FONDAMENTI DEL CALCOLO

La coniugazione

SOLA TRASPOSTA TRASPOSTA CONIUGATA

=1 i)

. 1 T o .2_
X_<i>’ x'x=14+i“=0 xTx:l-l—(—i)i:2

Un vettore non nullo avrebbe
“lunghezza"” nulla.

Il risultato é reale e positivo.
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A - FONDAMENTI DEL CALCOLO

Esempio di calcolo del prodotto interno
complesso

VETTORI
xly =(1—N2+2(1—i)=4—4i

(1 + ,-) Prima coniugare, poi moltiplicare e sommare.

2
INVERTENDO L’'OORDINE

2
y:<1_i> yix =4+ 4i = (xTy)*

Coniugare x prima di
moltiplicare le componenti.
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A - FONDAMENTI DEL CALCOLO

Regole del prodotto interno

SECONDO ARGOMENTO PRIMO ARGOMENTO

x'(ay + Bz) = axy + px'z
(ax + Bw)ly = a*xTy + 3*wly

ATTENZIONE: gli scalari sono
complessi coniugati.
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A - FONDAMENTI DEL CALCOLO

La norma
DEFINIZIONE n
xix =3 |xf?
Ixl = Vxix

Somma reale e non negativa dei moduli al quadrato.
La norma ¢ reale e non

negativa. OMOGENEITA

lax]| = [ [Ix]
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A - FONDAMENTI DEL CALCOLO

Normalizzare in tre passaggi

()1 Calcolo

determinare x'x e porre ||x|| = vV xTx

(02 Verifica

controllare che x # 0, perché il vettore zero non & normalizzabile

03 Normalizzazione
definisco X = x/||x||
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A - FONDAMENTI DEL CALCOLO

Esempio di normalizzazione

VETTORE INIZIALE VETTORE NORMALIZZATO

(1) 5 (1)

X'x=[1+if+|1P=2+1=3
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A - FONDAMENTI DEL CALCOLO

L’ortogonalita equivale a prodotto interno
nullo

ORTOGONALI NON ORTOGONALI

xTy =0 xTy #0

| due vettori sono indipendenti se Il prodotto interno € non nullo: i
entrambi sono non nulli. vettori non sono ortogonali.
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A - FONDAMENTI DEL CALCOLO

Esempio di ortogonalita

corrA utv =14 (=i)(=i) =0

Essendo u' = (1, —1)

() =)
u=|(.], v=|_.
! ! NORMALIZZATI

lull = vl = v2 o= u/v?2, vV=v/V2
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A - FONDAMENTI DEL CALCOLO

La base ortonormale

BASE ORTONORMALE

bib; = §;

Norma uno per i = j; ortogonalita per i # j.
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A - FONDAMENTI DEL CALCOLO

In una base ortonormale ogni coordinata si
estrae con un prodotto interno

COORDINATA
Cj = b}LX
VETTORE
— ] —
x e C" ij RICOSTRUZIONE

x =¥ b
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